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Cálculo I. Examen III

Ejercicio 1 (2 puntos). Sea A ⊆ R un conjunto no vaćıo.

1. Demostrar que las dos siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A está acotado.

b) El conjunto |A| = {|a| : a ∈ A} está mayorado.

2. Probar que si A acotado entonces existe una sucesión {an} de puntos de A,
que verifica {|an|} → sup |A|. ¿Se puede conseguir que tal {an} sea monótona?
Justificar las respuestas.

Ejercicio 2.

1. (2 puntos) Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones calculando, en
su caso, el ĺımite:

a) x1 = 1, xn+1 =
√
2 + xn, ∀n ∈ N.

b)

{
1√
n

(
1√
1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n

)}
.

2. (1 punto) Estudiar la convergencia de la serie:
∑
n⩾1

(1 + 1
n
)n

4n
.

Ejercicio 3 (2 puntos). Sea la sucesión {an} verificando |an − 1| ⩽ 1
n
,∀n ∈ N. Se

pide:

1. Probar que la serie
∑
n⩾1

(−1)n (an−1)
n

converge absolutamente.

2. Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la serie
∑
n⩾1

(−1)n an
n
.

Observación. Nótese que
∑
n⩾1

(−1)n
(an − 1)

n
=

∑
n⩾1

(−1)n
an
n

−
∑
n⩾1

(−1)n
1

n
.

Ejercicio 4 (3 puntos). Considérese la función f : [1, 2] → R, f(x) = e−x − lnx,
∀x ∈ [1, 2]. Responder las siguientes cuestiones, enunciando todos los teoremas que
se usen.

1. Demostrar que ∃c ∈]1, 2[ tal que f(c) = c− 1.

2. Determinar la imagen de f .

c) ¿Existe la inversa de f? En caso afirmativo, ¿es f−1 monótona?, ¿es f−1 con-
tinua? Justificar las respuestas.
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